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Розглянуто теплообмінник, 
у якого коефіцієнт теплопередачі 
змінюється вздовж теплопереда-
вальної поверхні за законом нор-
мального розподілення Гауса. На 
базі даного теплообмінника пред-
ставлений вивід основних рівнянь 
та виконані розрахунки темпера-
турного профілю, а також профілю 
теплового потоку та ефективності 
теплопередавальної поверхні.
Бібл. 11, табл. 1, рис. 4.
Ключові слова: гетерогенний теплообмінник, закон нормального розподілення Гауса, коефіцієнт 
теплопередачі.
Постановка задачі
Теплообмінники є найбільш пошире-
ними і значними елементами (апаратами) 
складних теплотехнологій в будь-яких галу-
зях промисловості (енергетичній, хімічній, 
металургійній та інших) та перекривають 
широкий діапазон пристроїв від масштаб-
них енергетичних ядерних реакторів та 
парогенераторів теплових електростанцій [1–4] 
до мікроканальних теплообмінників – новітньої 
технології хімічних і теплових мікросистем 
[5–7]. Проблема теплообмінну в енерготехніці 
обговорюється так само гостро, як і проблема 
Рассмотрен теплообменник, у 
которого коэффициент теплопере-
дачи изменяется вдоль теплопере-
дающей поверхности по закону 
нормального распределения Гаусса. 
На базе данного теплообменни-
ка, представлен вывод основных 
уравнений и выполнены расчеты 
температурного профиля, а также 
профиля теплового потока и эффек-
тивности теплопередающей поверх-
ности.
The paper considered heat 
exchanger in which the heat transfer 
coefficient varies along the heat 
transfer surface under the law of the 
normal Gaussian distribution. On the 
basis of the present heat exchanger is 
presented basic equations derivation 
and calculations of the temperature 
profile and the profile of the heat flow 
and efficiency of the heat transfer 
surface.
C – витратна теплоємність; 
F – площа теплообміну;
f – густина розподілення;
G – витрата;
k – коефіцієнт теплопередачі;
Q – кількість теплоти;
t – температура;
α – коефіцієнт тепловіддачі;
δ – товщина;
λ – коефіцієнт теплопровідності;
σ – середньоквадратичне відхилення.
Індекси нижні:
min – мінімальний;
max – максимальний;
1 – гарячий теплоносій;
2 – холодний теплоносій;
in – початковий параметр теплоносія;
out – кінцевий параметр теплоносія.
економії енергоресурсів. Системи опалення та 
кондиціонування сучасного житла, радіаторні 
системи автомобілів, системи тепловідводу в 
електроніці та комп’ютерній техніці немислимі 
без ефективних теплообмінників. Тому питання 
створення нових ефективних теплообмінників 
залишається актуальним, не звертаючи увагу на 
широке різноманіття існуючих теплообмінних 
поверхонь. 
В даній роботі розглядається задача 
теплообміну через теплопередавальну поверх-
ню, у якої коефіцієнт теплопередачі   змінюється 
вздовж поверхні F від k
min
 до k
max
. На практиці, 
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при розрахунках температурного розподілу 
теплообмінника t(F) користуються середньо-
інтегральною величиною коефіцієнта (функції) 
теплопередачі в межах [0, F], яка визначається за 
формулою: 
 
F
dFFk
F
k
0
1
.                                                                                 (1)
Тут за геометричним змістом під k  розуміють 
висоту прямокутника з основою F, площа яко-
го дорівнює площі під кривою k(F) на відрізку 
[0, F] [8].
Розглянемо випадок, коли зв’язок коефіцієнтів 
теплопередачі (k
min
≤
 
k ≤ k
max
) зі своїми елементар-
ними площами dF задається математичною мо-
деллю на базі статистичного розподілення Гауса 
з теорії ймовірності [8]:
 
 
2
22
1
,σ exp
2σ2πσTotal
k kdFf k
F dk
 
   
 
 
 
.                                                                                  (2)
Тут F
Total
 – загальна площа теплообмінника; 
dF – частина площі, коефіцієнт теплопередачі 
якої лежить в інтервалі між k і k + dk; dF/F
Total 
– 
ймовірність того, що елемент площі має коефі-
цієнт теплопередачі в межах між k і k + dk; 
k  – математичне сподівання (середнє значен-
ня), медіана і мода розподілення; σ2 – дисперсія 
розподілення.
Із (2) очевидно, що
     
max
min
, , ,
k
Total Total
k
dF F f k dk F k F f k dk      ,                                                                                  (3)
тоді функція розподілення коефіцієнтів k вздовж 
поверхні F приймає вигляд формули:
 
 
 
,
0
,
F k
kdF
k F
F k




.                                                                                   (4)
Крива розподілення елементів площі по 
коефіцієнтам теплопередачі за законом Гауса 
зображена на рисунку 1, а. По осі абсцис 
відкладені коефіцієнти теплопередачі, а по осі 
ординат – f(k, σ) (формула 2). За середнє значення 
коефіцієнтів теплопередачі приймалася величи-
на k  = 1000 Вт/м2·К. Площа, обмежена кривою 
розподілу і віссю абсцис, дорівнює одиниці. 
Крива розподілення коефіцієнтів тепло-
передачі в межах заданої поверхні (наприклад, 
F = 0...0,07 м2) зображена на рисунку 1, б. По осі 
абсцис відкладені площі, а по осі ординат – k(F) 
(формула 4).
       а)                                                                                     б)
Рис. 1. Характеристика теплообмінника з різною величиною розкиду коефіцієнтів 
теплопередачі вздовж теплопередавальної поверхні: а) – густина розподілення елементів площі 
по коефіцієнтам теплопередачі f(k, σ); б) – функція розподілення коефіцієнтів теп-лопередачі 
вздовж теплообмінної площі F(k, σ).
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Суцільна лінія на рис. 1 відображає випадок 
найменшого (майже відсутнього) розкиду вели-
чини k, тому зображена прямою лінією в точці 
k = 1000 паралельною осі ординат на рис. 1, а 
та осі абсцис на рисунку 1, б. Це означає, що 
вздовж всієї поверхні коефіцієнт теплопередачі 
постійний (інваріантний від поверхні, dF/dk = 0), 
тому у формулі (1) або (4) його можна винести 
за знак інтеграла. Зазначимо, що такий варіант 
характерний для однорідних (гомогенних) повер-
хонь. Інші лінії, зі символами «+, □, ○» на рис. 1, 
відображають випадок існування розподілення 
(дисперсії) коефіцієнтів теплопередачі k вздовж 
певної поверхні F [ ]07,00∈ ...0,07]. Це означає, що 
вздовж всієї поверхні коефіцієнт теплопередачі 
змінюється, – dF/dk ≠ 0. Форма кривої розподі-
лення коефіцієнтів k визначається величиною 
розкиду σ (в даному прикладі σ приймала значен-
ня 100, 300 та 500). 
Слід відзначити, що для усіх випадків площа 
під кривою на рисунку 1, б в межах F [ ]07,00∈[ ...0,07] 
однакова і дорівнює добутку k ·F, згідно теореми 
про середнє значення [8]. 
Забігаючи наперед, зауважимо, що фізична 
реалізація такої поверхні можлива за рахунок за-
стосування певної комбінації різних матеріалів 
зі своїми теплофізичними та геометричними ха-
рактеристиками (коефіцієнтами теплопередачі k 
і величиною поверхні F), які складають загальну 
площу теплообміну. Надалі таку поверхню бу-
демо називати композитною або гетерогенною, 
тобто такою, яка складається з двох і більше 
компонентів з чіткою границею розділу між ними.
Отже, основним завданням статті буде роз-
рахунок температурного профілю теплоносіїв 
вздовж гетерогенної поверхні теплообмінника. 
Вхідними параметрами є: витратні теплоємності 
гарячого та холодного теплоносіїв C
1
 і C
2
 (знак 
перед C вказує напрямок течії, наприклад, при 
C
2
 < 0, маємо протитечію); вхідні температу-
ри гарячого та холодного теплоносіїв t
1in і t2in; 
середньо-інтегральний коефіцієнт теплопере-
дачі k ; Гаусовий закон розподілення коефіцієнтів 
теплопередачі вздовж поверхні теплообміну 
f (k, σ); середньо-інтегральна величина ефектив-
ності теплообмінника Eff .  Розрахунки прово-
дяться за математичною моделлю складеною 
нижче.
Математичне моделювання характеру 
розподілу температур теплоносіїв, 
теплової енергії та ефективності вздовж 
теплообмінної поверхні
Вихідними параметрами розрахунків бу-
дуть: розподіл температур гарячого і холод-
ного теплоносія (t
1
 і t
2
), теплової енергії Q 
та ефективності теплообмінника Eff вздовж 
гетерогенної теплообмінної поверхні F. 
Функція розподілення температур (t
1
, t
2
) 
вздовж теплопередавальної поверхні 
розраховується за системою рівнянь, 
отриманої на базі рівняння теплового балан-
су        inin tktCkttCkQ 222111 ,,,    та 
рівняння функції розподілення поверхні F(k, σ) 
(див. формулу 3):
 
 
     
   
max
min
1 1
1
2 1
,
, ,
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, , .
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Q k
t k t
C
t k t k t k
F k F f k dk


  
 

  


  

 



.                                                                                 (5)
Тут Q(k, σ) – функція теплової енергії в залеж-
ності від F(k, σ) розраховується за формулою, 
отриманою на базі рівняння теплопередачі [1– 
3, 9]:
 
 
 
 
 
 ,
max max
max max
, ,
,
, ,
ln ln
F k
o
t k t t k t
Q k k kdF
t k t k
t t

 

 
   
 
     
   
    
 .                                                                             .     (6)
Тут Δt
max
 – максимальний температурний пере-
пад між гарячим та холодним теплоносієм, 
Δt
max
= t
1in – t2out(t2out– вихідна температура холод-
ного теплоносія). Значення функції локального 
температурного напору Δt(k, σ) в кожному перерізі 
поверхні F(k, σ) розраховується за відомою 
формулою [1–3, 9]:
 
 
















 


,
021
max
11
exp,
kF
kdF
CC
tkt .                                                                                    (7)
В свою чергу, повну теплопередавальну пло-
щу теплообмінника F
Total
 розраховуємо за зада- 
ною середньо-інтегральною величиною ефек-
тивності теплообмінника [9]:
maxCF
Total
Eff Q
F
k t



.                                                                                    (8)
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Ефективність теплообмінника відображає 
реальну частину теплового потоку в теплооб-
міннику від максимально можливого і, як функція 
розподілення, визначається за формулою:
 
 
max
,
,
CF
Q k
Eff k
Q

  ,                                                                                  (9)
де Q
maxCF
 – максимально досяжний тепловий 
потік протитечії, розраховується згідно системи 
рівнянь [9]:
 
 
1 1 2 1 2
max
2 1 2 1 2
, ,
, .
in in
CF
in in
C t t C C
Q
C t t C C
  
 
 
                                                                                   (10)
Слід розуміти, що максимальний тепловий 
потік гіпотетичного теплообмінника можливий 
при надзвичайно великій поверхні теплопередачі 
F → ∞. За таких умов вихідна температура гаря-
чого/холодного теплоносія наближається до тем-
ператури холодного/гарячого теплоносія (t
1out
→ 
t
2in, t2out→ t1in), а вибір теплоємності при різниці 
(t
1in 
–
 
t
2in) визначається умовою, що якщо менше 
значення C буде у холодного теплоносія (C
1
>|C
2
|), 
то він нагрівається до вхідної температури гаря-
чого теплоносія, t
2out
→ t
1in; якщо менше значення 
C буде у гарячого теплоносія (C
1
>|C
2
|), то його 
можна охолодити до температури холодного, 
t
1out
– t
2in [9]. 
При розрахунку по формулі (7) необхідно також 
відшукати вихідні температури теплоносіїв t
1out
 
і t
2out
 за заданою величиною ефективності Eff : 
max
1,2 1,2
1,2
CF
out in
Eff Qt t
C

  .                                                                                  (11)
Аналітичне рішення системи рівнянь (5) 
представлено залежностями:
   
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 
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;                                                                                    (12)
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.                                                                                  (13)
При розрахунку функції розподілу температур 
t
1,2
(k, σ), теплової енергії Q(k, σ) та ефективності 
Eff (k, σ) вздовж гетерогенної теплопередавальної 
поверхні F(k, σ) по формулам (2), (12), (13), (6) і 
(9) використовувалися такі дані: C
1
 = 50 Вт/кг·К 
та C
2
 = 150 Вт/кг·К; k = 1000 Вт/м2·К; 1 ≤ σ ≤ 500; 
t
1in= 100 
оС та t
2in= 10 
оС; Eff = 0,7. 
Порівняльний результат математично-
го моделювання кривих зображений на рис. 2. 
Як видно, розрахункова теплопередавальна пло-
ща теплообмінника в межах заданої середньо-
інтегральної величини ефективності Eff = 0,7 
і коефіцієнта теплопередачі k = 1000 складає 
F = 0,07 м2. В свою чергу, вихідна темпера-
тура гарячого і холодного теплоносія складає 
t
1out
= 37 oC і t
2out
= 31 oC; перепади темпера-
тур між початковою і кінцевою температу-
рою обох теплоносіїв – Δt
1
= 63 oC і Δt
2
= 21 oC. 
Як і очікувалося, гетерогенний теплообмінник 
має певний розкид розрахункових даних по 
температурі, тепловому потоці та ефективності 
вздовж теплопередавальної поверхні в 
залежності від величини середньоквадра-
тичного відхилення (дисперсії коефіцієнтів 
теплопередачі). Наприклад, при σ = 500 (макси- 
мальному за умовою задачі значенні) спос-
терігається найбільше відхилення температурної 
кривої (лінія «○○○») від середньо-інтегральної 
(суцільна лінія) характерної для традиційного 
теплообмінника і складає Δt
 
= 20 oC для гарячого 
теплоносія і Δt
 
= 8 oC  для холодного в перерізі 
F = 0,07 м2; таким чином, в межах заданої площі 
теплообміну (розрахованої за величиною 
ефективності Eff) вдалося знизити/підвищити 
вихідну температуру гарячого/холодного 
теплоносія до t
1out
/
 
t
2out
= 17 / 39 oC і відповідно 
збільшити перепад температур на вході та виході 
теплообмінника. Зауважимо, що досягнен-
ня вихідної температури гарячого і холодного 
теплоносія t
1out
= 37 oC і t
2out
= 31 oC для випадку 
σ = 500 відбувається в межах F = 0,053 м2. Те 
саме спостерігаємо і для величини теплово-
го потоку або, що еквівалентно, ефективності 
теплообмінника. Зокрема підвищення величини 
σ   в 500 раз збільшує тепловий потік (ефективність 
теплообмінника) практично на 37 % (із 3150 Вт 
до 5000 Вт, див. рис. 2, б). Отже, якщо перед 
розробником теплообмінника стоїть завдання 
отримати в межах певної площі (габаритів) за-
даний температурний перепад (профіль), то вирі-
шенням такої задачі може бути застосування 
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композитної (гетерогенної) поверхні. 
а)
б)                                                                                           в)
Рис. 2. Графічне представлення характеру розподілу температур теплоносіїв t
1,2
 (k,σ), теплово-
го потоку Q(k, σ) та ефективності Eff(k, σ) вздовж теплообмінної гетерогенної поверхні F(k, σ)
в залежності від середньоквадратичного відхилення σ.
На практиці, такий результат можна до-
сягти за рахунок використання теплообмінної 
поверхні на базі широкого спектру матеріалів зі 
своїми теплообмінними властивостями – коефіці-
єнтами теплопередачі. 
В табл. 1 продемонстровано один з мож-
ливих варіантів нормального розподілення ко-
ефіцієнтів теплопередачі вздовж гіпотетичної 
поверхні, який отриманий завдяки функції ге-
нерування випадкової величини в математич-
ному пакеті MathCad [10]. Тут, зокрема, Fi – ча-
стина загальної площі F
Total
 зі своїм середнім 
коефіцієнтом теплопередачі ki в межах даної 
площі. 
Користь даної таблиці полягає у тому, 
що вона відображає фізичну суть керуван-
ня ефективністю теплообмінника в межах 
заданої величини F за рахунок використання 
композитної теплообмінної поверхні. За згене-
рованою величиною ki, згідно класичної форму-
ли для пласкої стінки, можна відшукати фізичні 
властивості теплопередавальної поверхні, зо-
крема, передбачити теплопровідність викори-
стовуваного матеріалу. Наприклад, розрахуємо 
коефіцієнт теплопровідності i-го компо-
ненту теплопередавальної поверхні, у якої 
відомо: середній коефіцієнт теплопередачі: 
1056ik = Вт/м2·К (див. табл. 1); коефіцієнт тепло- 
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віддачі зі сторони гарячого та холодного тепло-
носія: α
1
 = 2,2·104 і α
2
 = 7,9·103 Вт/м2·К; товщина 
поверхні δ = 25 мм. 
σ
Фізичні  
параметри
100
Ki, Вт/м
2 · К 717,6 785,2 852,8 920,5 988,1 1056 1123 1191 1259 1326
 Fi/FTotal, % 0,23 1,73 5,87 14,5 24,47 25,43 16,97 7,87 2,57 0,37
300
Ki, Вт/м
2 · К 204,3 417,1 629,9 842,7 1056 1268 1481 1694 1907 2120
Fi/FTotal, % 0,53 2,4 8,5 17,67 27,27 24,27 14,2 4,2 0,8 0,17
Табл 1. Гаусове розподілення коефіцієнтів теплопередачі вздовж гіпотетичної поверхні
Тоді теплопровідність даного компоненту, 
згідно перетвореної формули [1–3, 9]:
11
1 2 1 2
1 1 1 1 1
i i
i i
k
k

 
    

    
          
    
, 
Вт
м K
 
  
, 
 дорівнює 32,3. Близьким до розрахованої 
теплопровідності матеріалом може бути, напри-
клад [11]: Ванадій V (λ = 30,7); Стронцій Sr (λ = 
35,3); Свинець Pb (λ = 35,3); сплав Нейзільбер 
62%Cu15%Ni22%Zn (λ = 31); Платиноірідій 
90%Pt10%Ir (λ = 30,9 – 31) та інші. Аналогічним 
чином, розраховуються теплофізичні характе-
ристики інших компонентів теплопередавальної 
поверхні, на базі яких відбувається підбір 
відповідних матеріалів і компонується нова 
теплообмінна площа із заданими теплофізич-
ними властивостями.
Висновки
З порівняльного аналізу двох теплообмінни-
ків, традиційного (гомогенного) і теплообмінника 
на базі композитної (гетерогенної) поверхні 
із заданим законом розподілення коефіцієнтів 
теплопередачі вздовж поверхні теплообміну, – 
очевидна перевага використання останнього. 
Якщо один і той же теплообмінник випробува-
ти при однаковому включенні, то в другому ви-
падку тепловий потік Q виявиться залежною 
не тільки від величини середньо-інтегрального 
коефіцієнта теплопередачі k , але й від величи-
ни розкиду коефіцієнтів теплопередачі σ (чим 
вища величина σ тим більший тепловий потік Q 
і ефективність Eff – див. рисунок 2). Тому вико-
ристання теплообмінників на базі композитної 
(гетерогенної) поверхні за схемою протитечії 
в більшості випадків слід розглядати як нове 
інженерне рішення, щодо можливості «програ-
мувати» температурний профіль, тепловий потік 
та ефективність теплообмінника в межах заданої 
площі поверхні теплообмінну та температурно-
го діапазону. Таким чином, в загальному балансі 
усіх теплофізичних змінних математичної моделі 
з’являється новий параметр регулювання ос-
новними характеристиками теплообмінника. За-
значена вище можливість керувати температур-
ною характеристикою відкриває перспективи 
створення компактних теплообмінників за раху-
нок підвищення ефективності і, відповідно, скоро-
чення величини теплообмінної поверхні. Однак, 
необхідні додаткові оптимізаційні розрахунки 
щодо запропонованого інженерного рішення, що-
би показати, чи виправдають додаткові витрати, 
пов’язані з використанням композитної поверх-
ні, термодинамічним виграшом!?
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HEAT EXCHANGER RESEARCH
WITH SPECIFY LAW DISTRIBUTION OF 
HEAT TRANSFER COEFFICIENTS ALONG 
THE HEAT TRANSFER SURFACE
Ievtushenko O.V.
Institute of Engineering Thermophysics of the 
NAS of Ukraine, vul. Zhelyabova, 2a, 03680 Kyiv, 
Ukraine.
The paper considered heat exchanger in which the 
heat transfer coefficient varies along the heat transfer 
surface under the law of the normal Gaussian 
distribution. On the basis of the present heat 
exchanger is presented basic equations derivation 
in the form that convenient for the computational 
programs assembling and such that providing 
generalized to more complex systems. The neces-
sary attention paid to the heat exchangers efficiency 
including the temperature distribution of heating / 
cooling heat carrier. The main conclusion of paper: 
in the total balance of all thermo-physics varia-
bles of the heat exchanger’s mathematical model 
there is a new regulation parameter of the heat sur-
face temperature profile that shows heat transfer 
coefficients variation along the heat transfer surface 
relative of the medium-integral value. 
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